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(1)©

1
1) Montrer que (f,g) — J.

f(®)g(t)(1—t2) dt est

0
un produit scalaire sur ¢([0,1],R).
1

()¢’ (1) de

0
est un produit scalaire sur € 1([0, 1],R).
3) Montrer que I'application :
(RQ) — P(0)Q(0) + P/(1)Q'(1) + P"(2)Q"(2)

est un produit scalaire sur Ry[X].

2) Montrer que (f, g) — f(0)g(0)+

® INEGALITE DE CAUCHY-SCHWARZ

Vv (@ Soient E un espace préhilbertien réel et x,y € E
/non nuls. Redémontrer 1’1nega11te de Cauchy-Schwarz
y |2
IIXII Iyl

et son cas d’égalité en étudiant

‘~i/‘ 1) Montrer que pour toutn € N :

2) Montrer que pour tous xq,...,x, €ER:

( Z ) Z xi.  Casdégalité?

=2
3) Montrer que pour tous dy,...,d,
n n
o€ES,: Zaiao(i) < Zaiz.
i=1 i=1
4) @ Soitf € ‘6([0 1] R) strictement positive. Mon-

= 0 ainsi que

trer que : (J f(t)dt) ff(t)3dtxf O

5) @ Soient (£2,P) un espace probabilisé fini et A et
B deux événements de Q. Simplifier cov(1,, 15),

puis en déduire que : |P(AﬂB)—P(A)P(B)| < -

6) ®® Soit f € ‘61([0,1],R) une fonction pour
laquelle f(0) = 0. Montrer que :

1 2 1 1
(f f(t)dt) <—f F/(£)? dt.
0 3 0

7) (® Soit X une variable aléatoire a valeurs dans
N d’espérance strictement positive. Montrer que :
E(X)?

E(x2)

PX>1)=

‘ 4 ‘ ® @ Soient f, g S <€([O 1] R) strictement positives.

On pose a,, = f f()g(t) dt et u,

neN.

1) Montrer que la suite (u,),cy €St majorée.

2) Etudier la monotonie de la suite (u,,),cy en utili-
sant I'inégalité de Cauchy-Schwarz.

3) @@ Montrer que la suite (\”/an)neN converge
en utilisant le théoréme de Cesaro.

L pour tout
n

ESPACES PREHILBERTIENS REELS

® @ Soient n € [0,1] et X une variable aléatoire
= réelle positive ou nulle pour laquelle E(X 2) > 0.
1) Montrer que :

2
E(X Ly proey) < E(X2)P(X > 1E0).
2) En déduire l'inégalité de Paley-Zygmund :

P(X > nE(X)) > (1-n)* E(X)°

E(x2)

‘ 6 ‘ > @@ Soient E un espace préhilbertien reel x €E

et ey,...,e, € E non nuls. On pose o = Z| (ex,e )|

pour tout k € [1,n]. =1
1) Montrer que pour tous Aq,...,A, €ER:

n 2 n
Zkkek < Z?Liak
k=1 k=1

2) En déduire que pour tous Aq,...,A, €R:

n n
Zlk (x,e) <llxlly Zliak-
k=1 k=1

3) En déduire l'inégalité de Selberg :

n 2
X, e
E ( Y k) <||x||2
o

k=1 k

® ORTHOGONALITE

") @ Orthonormaliser grace a l'algorithme de Gram-
(7] 9 natiser. :
" Schmidt les familles suivantes :
1) ((O, 1,1),(1,0,1),(1,1, 0)) dans I'espace euclidien
canonique R3.
2) (t — 1, t—t,t—> ItI) dans <€([1, 1],R) pour
1

f(t)g(t) de.

le produit scalaire (f, g) —

8
| 7,‘ 1) On munit R* de sa structure euclidienne canonique.

a) Déterminer une base orthonormale du plan d’équa-
. x+z+t=0
tion { x—y+2z=0.
b) Déterminer une base orthonormale de 'ortho-
x+y—z+t=0
x—2y+3z—t=0.
2) Déterminer une base de R,[X]* pour le produit
1

gonal du plan d’équation {

scalaire (P,Q) — f P(t)Q(t) dt sur Rg[X].
-1

‘ 9 ‘ (® Pour tous PQ € R[X], on pose :

27
(PQ) = J. P(cos8)Q(cos ) do.
0

1) Montrer que (-,-) est un produit scalaire sur R[X].
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2) Montrer que la famille (T,),cy des polynémes de
Tchebychev est orthogonale.

‘ ‘ &) Soient E un espace préhilbertien réel et F et G
deux sous-espaces vectoriels de E.
1) SiF cC G, que peut-on dire que F* et G ?
2) Montrer que (F +G)t =FnG*.
3) Montrer que (FNG)*+ = F-+G* si E est euclidien.

‘ ‘ ™ @® Soient E un espace euclidien de dimension non
nulle et % et 8’ deux bases orthonormales de E. En
notant P la matrice de passage de 9 & 98’, montrer
que Pl =PT,

‘ ‘ ® @ Soient E un espace préhilbertien réel ete, ..., e,

des vecteurs unitaires de E. On suppose que pour tout
n

x€E: xlP =) {x e’
k=1
1) Montrer que la famille (eq,...,
male.
2) Montrer que (eq,...,e,) est une base de E. En par-
ticulier, E est donc euclidien.

e,) est orthonor-

OO
1) Soient E un espace vectoriel de dimension finie et
% une base de E. Montrer que 2 est orthonormale
pour un et un seul produit scalaire sur E.
2) Déterminer une expression explicite de I'unique pro-
duit scalaire pour lequel la famille ((1,2), (2, 1))
est orthonormale de R2.

\13\

‘ ‘ @ ®®  On munit ‘5([0 1], R) du produit scalaire

intégral (f,g) — f(t) g(t) dt. Montrer I'égalité

0
1 = {0} dans chacun des cas suivants :

1) F={fe%([0,1LR)| f(0)=0}.
2) F=%'([0,1LR)).

‘ 1 5 ‘ ™ @ Soit E un espace euclidien.
~“J) 1) Onnote g, laforme linéaire x — (x,a) de E pour
tout a € E et ¢ l'application a — ¢, de E dans

%(E,R). Montrer que ¢ est un isomorphisme.

2) Soient u,v € Z(E).

a) OO Montrer qu'’il existe un et un seul en-
domorphisme u* de E, appelé l'adjoint de u,
pour lequel pour tous x,y €E :

(u(x),y) = {x,u' ().
b) Simplifier (u o v)* et u** et comparer Mat 4 (u)

et Matg(u*) pour toute base orthonormale 93
de E.

ESPACES PREHILBERTIENS REELS

¢) Montrer que pour tout sous-espace vectoriel F
de E, F est stable par u si et seulement F* est
stable par u*.

d) Montrer que :
Keru* = (Imu)i, Imu* = (Keru)i,

Ker(u* ou) =Keru et Im (u ou*) =Imu.

‘ 1 6\ ®@®@® Soient E un espace préhilbertien réel et u,

,U, € E unitaires.
n

2.t
i=1
sont orthogonaux.

Revenant au cas général, on veut montrer que pour cer-
n
<vn.

Z Eill;
i=1
On se donne pour cela des variables aléatoires R, ... ,R,
définies sur un méme espace probabilisé fini, indépen-
dantes et de méme loi la loi de Rademacher.

n
ZRiui

i=1

1) Calculer sous I'hypothése que uy,...,u,

tains €4,...,€, € {—1,1} :

2) Calculer I'espérance de , puis conclure.

@ PROJECTION ORTHOGONALE

1) Dans I'espace euclidien canonique R3, on pose :

={(x,y,z)€R3| z=x+y}

et on note p la projection orthogonale sur F. Dé-
terminer la matrice de p dans la base canonique.
2) Onmunit .#,(R) de sa structure euclidienne cano-
nique et on pose F = {M e M,(R)| tr(M)= O}.
Déterminer une expression explicite de la réflexion
de #,(R) par rapport a F.
3) Dans I'espace euclidien canonique R*, on pose :

\17\

={(x,y,z,t)e]R4| x=y et Zz_t}

et on note p la projection orthogonale sur F. Dé-
terminer la matrice de p dans la base canonique.
4) On munit € ([O,Zn],R) du produit scalaire inté-
2n

gral (f,g) — f(t)g(t)dt. Déterminer 'image

0
de t — sin t par la symétrie orthogonale par rap-

porta F =Vect(t — 1, t— t).

.~/ 1) @® Montrer que l'application :
(RQ) — P(0)Q(0) + P'(0)Q'(0) + P(1)Q(1)
est un produit scalaire sur R,[X].

2) & Calculer la distance de X2 & R;[X] pour ce
produit scalaire.
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| 1 9 ‘ ™ ® On munit .#,(R) de sa structure euclidienne ca-

) . -b
~ nonique et on note F 'ensemble des matrices (Z a ),
a et b décrivant R.

1) Déterminer une base de F~.

2) Calculer la distance de G i) aF.

20] €O o o
~ "/ 1) Soient E un espace euclidien de dimension non
nulle, 5 un hyperplan affine de E de direction H,
a un vecteur normal unitaire de H et h € . Mon-
trer que pourtoutx € E:  d(x, %’)—| x—h, a)|.

2) Onmunit R® de sa structure euclidienne canonique.

Soit 2 un plan de R® d’équation ax + by +cz = d
avec a,b,c,d € R. Montrer que pour tout point

M:(xMﬁyMizM)eRg :
}axM+ byu +czM—d}

vaZ+ b2+ c2

dM,2) =

‘ ‘ ™ @ On munit R" de sa structure euclidienne cano-
/ nique. Soient F un sous-espace vectoriel de R" de di-
mension p > 1 et A une matrice de ./, ,(R) dont les
colonnes forment une base de F.

1) Montrer que Ker (ATA) = Ker A, puis que ATA est
inversible.
On pose P =A(ATA)_1AT.
2) Que vaut PA? En déduire que Im P = ImA.
3) Montrer que P est la matrice de la projection or-
thogonale sur ImA dans la base canonique.

| 22 \ OO . n - .
~7/ 1) Onmunit R" de sa structure euclidienne canonique.
Soit A€ #,(R). On note P la matrice dans la base
canonique de la projection orthogonale sur ImA.
a) Soit M € .#,(R). On suppose que X ' MY =0
pour tous X,Y € R". Montrer que M = 0.
b) Montrer que pour tous X,Y € R" :
(X —PX,PY) =0,
puis que P est symétrique.
¢) Que vaut PA? En déduire que :
tr(A)? < rg(A) tr(ATA).
2) Soit A € #,(R) une matrice pour laquelle a; =1
1
et |a;;| < —= pour tous i, j € [1,n] distincts.
vn A+AT
a) Montrer que tr(BTB) < 2n—1pourB = 5
b) En déduire que rg(A) > %
‘ 2 3 ‘ (@ Soient E un espace préhilbertien réel.

~7/ 1) Montrer que pour tous x,y € E, x et y sont ortho-
gonaux si et seulement si ||x+ty|| = ||x]|| pour tout
t € R. On se convaincra d’abord que le résultat est
vrai sur une figure.
2) Soit p un projecteur de E.
a) Montrer que si p est un projecteur orthogonal,
alors pour tout x € E : ||p(x)H < x|l

ESPACES PREHILBERTIENS REELS

b) Montrer que la réciproque est vraie.

(24)
1) On veut calculer [ = 1nf J(t—a\/_ b) dt.
Cl

a) Trouver un espace prehﬂbemen réel E, un sous-
espace vectoriel de dimension finie F de E et un
vecteur ¢ € E pour lesquels I = d(¢, F)?.

b) En déduire I .
2) Calculer iglfR (t —avt— b)2 dt sans utiliser la
a,be

méthode de la question 1).

25) 000

"~/ 1) Montrer que I'application :

1
(f,g)Hf (F(g+F(0)g' (1) dt
0

est un produit scalaire sur %1([0, 1], R).
On pose F = {f € ¢*([0,1,R) | f” =f} ainsi que
¢ =ch(1) ets =sh(1), puis on fixe a, 3 € R et on pose :
={f e ([0,1LR)| f(O)=a e fO)=p}.

2) Montrer que F = Vect(ch,sh), puis que :
={f e €' ([0,1LR)| f(0)=F(1)=0}.

3) Déterminer une expression explicite de la projec-
tion orthogonale de ¢*([0,1],R) sur F.

4) Montrer que E est un sous-espace affine de ¢ ([O, 1], R).

5) Montrer que :

mff (f(t)2 +f (t)Z) M_

S

‘ 9 6 ‘ (®@® Soit E un espace préhilbertien réel.
~~ 1) Soient xq,...,x, € E. On appelle matrice de Gram

de (xq,...,x,) la matrice M = ((xi,xj)) et
1<i,j<n
on note G(xq,...,X,) son déterminant.

Soit 2 une base orthonormale de Vect(xy, ..., Xx,).

On pose X = Matg(x1,...,X,)-

a) Exprimer M en fonction de X, puis montrer
que Ker M = Ker X. En déduire que la famille
(x1,...,x,) a le méme rang que sa matrice de
Gram.

b) Montrer que G(xy,...,x,) = 0 avec égalité si
et seulement si (x4,...,x,) est liée.

¢) Montrer que si x,, est orthogonal a x1,...,Xx,_; :

G(x1,.. X)) = G(X1, ..y X)X |13, 112
2) Soient F un sous-espace vectoriel de dimension fi-
nie de E, (fi,..., f,,) une base quelconque de F et

x € E. On note p la projection orthogonale sur F.

a) Montrer que :

G(fl:""fn:x) = G(fl:"':fn)x||x_p(x)||2~

G(fl)"':fmx)

b) En déduire que d(x,F) = G 3R
eestn




